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Jacek Cichon

Katedra Informatyki
Wydziat Podstawowych Probleméw Techniki Politechniki Wroctawskiej

MAP1156: Analiza Matematyczna Il

Wyktad przeznaczony jest dla studentéw I roku I stopnia Inzynierii Biomedycznej
na Wydziale Podstawowych Probleméw Techniki. Odbywa sie we wtorki, w
godzinach 17:05-18:45 w sali 322/A1.

Na stronie tej znajdziesz informacje o zasadach zaliczenia, realizowanym
materiale, literaturze oraz liste zadan.

Zasady zaliczania kursu

Cwiczenia

Na ¢wiczeniach odbedg sie trzy 30 minutowe kolokwia. Na kazdym z nich
dostaniecie do zrobienia 3 zadania. Za kazde z nich bedziecie mogli otrzyma¢
do 5 punktéw. Za aktywnos$¢ bedzie mozna uzyska¢ dodatkowo do 5

punktéw. Ocena konicowa (C) z ¢éwiczen bedzie wystawiana za pomocg
nastepujacej tabelki:

Pkt.|0..19]20..24|25..29(30..34|35..39|40..45 (46..50
Cc | 2.0 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5

Osoby, ktére uzyskajg z ¢wiczen ocene 5.5 bedq zwolnione z egzaminu.

Egzamin
Terminy:
1. 18.06.2016 (sobota): godz. 11:00 - 13:00, sala 1.27/C13
2. 27.06.2016 (poniedziatek): godz. 13:00 - 15:00, sala 322/A1

ZASADY - OSTATECZNA WERSJA: 16.06.2016

1. Do egzaminu mogg przystapi¢ WSZYSTKIE osoby, nawet te, ktore
otrzymaty ocene NDST z ¢éwiczen.

2. Osoby, ktore otrzymaty ocene 5.5 z ¢wiczen bedg jg miaty przepisang
(nie musza sie pojawia¢ na egzaminie).

3. Osoby, ktére majg ocene 5.0 z ¢wiczen mogaq zrezygnowac z egzaminu.
Jesli nie przyjda na egzamin, to bedg miaty przepisang ocene 5.0.

4. Osoby, ktére otrzymajq z egzaminu ocene 5.0 beda mogty poprawié jg
na ocene 5.5. W tym celu bedg musiaty sie uméwié¢ ze mng na krotki
egzamin ustny.
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5. Do egzminu poprawkowego przystgpi¢ moga tylko te osoby, ktére z
egzaminu w pierwszym terminie otrzymaty ocene ndst lub nie pojawity
sie na nim (czyli: nie ma mozliwosci poprawiania pozytywnych ocen).

Wyniki pierwszego egzaminu

Zadania oceniane byty w skali [0,1]. Aby dostaé ocene dostateczng trzeba
byto uzbiera¢ wiecej niz 2 punkty. Przez ten prog nie przeszto 40 osdb. Jedna
osoba zebrata 5 pkt. Kilkanascie osdb otrzymato zaledwie 0.5 pkt.

Osoby, ktore otrzymaty ocene pozytywng majg wynki wpisane do systemu
Edukacja (sobota, 18.06.2016, godz. 20:00).

Osobom ktdre nie zdaty tego ezaminu radze aby bardzo ostro wziety sie do
nauki - musicie sobie rowniez powtdérzy¢ materiat z wyktadu z Analizy I (nie
mam pojecia jak niektéorym z was udato sie zda¢ egzamin z Analizy I). Macie
jeden tydzien czasu.

Zadania na drugim egzaminie bedg podobne do tych, ktére byty na
pierwszym egzaminie.

Literatura

e Podstawowa

1. F. Leja, Rachunek Rézniczkowy i Catkowy, Wydawnictwo Naukowe PWN,
2012

2. W. Krysicki, L. Wtodarski, Analiza Matematyczna w Zadaniach, Cz. I,
PWN, Warszawa 2006

Pomocnicza

1. G. M. Fichtenholz, Rachunek R6zniczkowy i Catkowy, T. I-II, PWN,
Warszawa 2007

2. M. Zakrzewski, "Markowe Wyklady z Matematyki, analiza", wydanie I,
Wroclaw 2013, Oficyna Wydawnicza GiS

Lista zadan: Analiza2_20015_1IB.pdf

Przyktadowe zadania na egzamin: Analiza2_Example_IB.pdf

Pytania do mnie zwigzane z kursem: QandA

Zagadnienia omowione na wykfadzie

Drugie i wyzsze pochodne

1. Wzér Taylora

Jesli funkcja f jest (n+1)-razy
rozniczkowalna, to
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O N RICEY
A

fla+x)=
k=0

dla pewnego 0 € (0,1).

3. Funkcja wyktadnicza

5. Def. Zbiér A C R? jest wypukly, jesli (VP,Q € A)(% C A).
6. Tw: Jedli f ma ciagta drugq pochodna oraz f'(a) =01i f"(a) > 0 to f
ma lokalne minimum w punkcie a.

7. Tw: Jedli f ma ciagta drugq pochodna oraz f'(a) =01i f"(a) < 0to f
ma lokalne maksimum w punkcie a.

8. Def: Funkcja f jest wypukta na odcinku I, jesli zbior
{(z,y) : y > f(z)} jest wypukty.

9. Def: Funkcja f jest wklesta na odcinku I, jesli zbiér {(z,y) : y < f(z)}
jest wypukty.

10. Tw. Jesdli f”"(z) > 0 dlaz € I to f jest wypukta na odcinku I.
11. Tw. Jesli f"(z) < 0dlax € I to f jest wklgsta na odcinku I.

Szeregi

1. Def. Szereg ZZO:O a, jest zbiezny jesli cigg sum czesciowych
Sn = Y_'_, G jest zbiezny.

. Przyktad: zn>0(%)” = 2.
. Tw. Jesli szereg ) .  a, jest zbiezny, to lim, a, = 0.

. Przyktad: ) -, % = oo0.

u »r W N

. Def. Szereg » >  a, jest bezwzglednie zbiezny jesli szereg ) > |ay|
jest zbiezny

(@)

. Tw: Jesli szereg Zzo:() a,, jest bezwzglednie zbiezny, to jest zbiezny

7. Kryterium d'Alamberta

An+1
an

1. Jedli lim, |[——| < 1, to szereg > ; |an| jest zbiezny

An 41
an

2. Jesdli lim, | > 1, to szereg > an jest rozbiezny
8. Kryterium Cauchy'ego

1. Jesli limy, y/]a,| < 1, to szereg 3. |a,| jest zbiezny
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2. Jesli lim,, {/|a,| > 1, to szereg >  a,, jest rozbiezny

. Tw (o zageszczaniu) Jesli ayg > a1 > as > ... > 0 to nastepujace zdabia

sg rownowazne:

1. szereg » > . a, jest zbiezny

2. szereg y > 2"ay jest zbiezny
Tw (o0 szeregach naprzemiennych) Zatézmy, ze ag > a1 > a2 > ... >0
oraz, ze lim, a, = 0. Wtedy szereg ) > (—1)"a, jest zbiezny

~1)

Przyktad: D > (T =In2

Przestrzen R"

1.

2.

Def. (Odlegtos¢ euklidesowa) d(z,y) = \/Zzzl(wk — yr)%.

Def. Ciag punktéw (P,) przestrzeni RY jest zbiezny do punktu
G € RY (lim, P, = G) jesli

(Ve > 0)(AN)(Vn > N)(d(P,, G) < €)

. Przyktad: lim,, (Z—E, (1+ %)n, {z/ﬁ) = (1,e,1).

[15.03.2016] Pochodna - |

1

7.

. Wykresy 3D oraz wykresy konturowe funkcji f(z,y) = x? + y2,

1 1
flz,y) = 22 — 92, f(z,y) = el f(z,y) = Py flz,y) = #yyz

. Tw. Jesli A jest zwarty i f: A — R jest ciggta, to istnieje punkt a € A

w ktorym funkcja f osigga maksimum.

. Tw. Dla dowolnych x1,...,x, > 0 mamy ¢/z1 ...z, < — czyli

Srednia geometryczna jest mniejsza lub rdwna od Sredniej
arytmetycznej.

. Def. Funkcjonat liniowy: odwzorowanie liniowe ¢ postaci

d(Z) = a1 + ... + apzy,

. Def. Pochodng funkcji f : R" — R nazywamy taki funkcjonat liniowy

o:R" = R, ze

Funkcjonat ten oznaczamy f'(z)

Uwaga: ||h|| = \/h% + ...+ h2, czyli ||h|| oznacza dtugos¢ wektora h.

Pochodna czastkowa:
d .
L é(al’ o "a") = gi(a’l)l gdzie gl(x) - f(maa% SO 7an)r

d .
2. é(al’ " "a‘”) = gé(a‘l)l gdzie 92((13) = f((ll,:[:,aq, <o 7an)/
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3....
4. %(al, o oyan) = gn(ay), gdzie g,(z) = f(ay, a2, ... 0, 1,2)
8. Tw. Jesli f'(a)(h) = c1th1 + ...+ chh, to ¢ = ;—;(a)

9. Def. Jedli f: R"™ — R to gradientem funkcji f w punkcie a € R"
nazywamy wektor

grad(f)(e) = V(@) = | L (a),...,

= de

df
d_xn (a)

[22.03.2016] Pochodna - 11

. . d :
1. Tw. Jesli wszystkie pochodne czgstkowe d—j sq ciqgte w pewnym

otoczeniu element a € R" to funkcja coagta jest rézniczkowalna w
punkcie a.

2. Tw. Jesli f: R" — R jest ciagta i ¢ € R to zbiér {z € R" : f(x) = c}
jest domknietym podzbiorem R".

3. Def. Pochodna kierunkowa funkcji f : R" — R w punkcie a w
kierunku v nazywamy liczbe

@) 1 JO )~ T@)

t—0 t

4. Tw. Jedli f jest rozniczkowalna w punkcie a to f)(a) = Vf(a) - v

5. Def. Funkcja f : R" — R ma lokalne minimum [maksimum] w
punkcie a jedli (Je > 0)(Vz € K(a,€)(x # a — f(z) > f(a))
[(Fe > 0)(Vz € K(a,¢)(z # a — f(z) < f(a))]

6. Jesli f ma lokalne ekstremum w punkcie a i ma pochodne czastkowe w
punkcie a to —=(a) = ~(a) = ... = —(a).

dil)l d_xz

7. Def. Macierza Jacobiego funkcji f = (f1,...,fm) : R" = R™ w
punkcie @ nazywamy macierz

V fi(a)
Jy(a) = rle)
Vfu(a)
7 cos(wt) —rwsin(wt)
8. Przykfad: Dla f(t) = | rsin(wt) | mamy J¢(t) = | 7w cos(wt)
vt v

Ponadto ||J¢(t)|| = vriw? + v2.
9. Def. Hesjanem funkgcji f : R" — R w punkcie a nazywamy macierz

. @
Hy(a) = [aijlij=1,..n, 9dzie a;j = dwjdfmj

[12.04.2016] Ekstrema
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1. Kryterium na istnienie lokalnych ekstremoéw
Niech f : R" — R bedzie funkcjg rézniczkowalna. Zatézmy, ze
Vf(a) = 0. Niech Hf(a) = [ai’j]i,jzl,“.n Ooraz Mk = det([ai’j]i,jzl,m,k].
1.Jesli (Vk=1,...,n)(My > 0), to f ma lokalne minimum w punkcie a

2.Jesli (Vk=1,...,n)((—1)*M}, > 0), to f ma lokalne maksimum w
punkcie a

3. Jesli M, # 0, ale nie zachodzi warunek (1) lub (2), to f ma punkt
siodtowy w punkcie a

(Dowdd: zapraszam chetnych na konsultacje)

2. Przykfady. Znajdowanie ekstreméw funkcji na zbiorach zwartych.

3. Pochodna funkcji ztozonej. Niech f : R® — R™ oraz g : R™ — RF*
beda funkcjami rézniczkowalnymi. Wtedy

Jpos(@) = Jy(£(@)) 0 Ty(a) -

4. Przyktad (reguta tancucha): Jesli f: R" — R™orazg: R™ — R, to

@=L @,

[19.04.2016] Catkowanie

1. Omoéwilismy kilka przyktadéw na zastosowanie mnoznikow Lagrange'a

2. Pojecie prostokata n-wymiarowego i jego n-wymiarowej objetosci:
)\([al,bl] X ... X [an,bn]) = ’bl — a1| 500 ¢ |bn — an|

3. Pojecie catki funkcji n-zmiennych
4. Tw. Funkcje ciggte sa catkowalne

5. Twierdzenie Fubbiniego (dla funkcji 2 zmiennych). Jesli
A =a,b] x [¢,d] - Roraz f: A — R jest catkowalna, to

7. Policzylismy kilka przyktaddw.

[26.04.2016] Catkowanie

1. Obserwacje: A(V(A) = dtugoéc(A); AP (A) = pow(A);
AB)(A) = vol(A)

2. Obserwacja: A(A) = [[, 14(Z)dZ, gdzie P jest n-wymiarowym
prostokatem takim, zeA C P oraz
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1 :z€ A
la(x) =
@) =10 g ¢ A

3. Twierdzenie Fubbiniego Jesli Q = [a3, bs] X ... X [an, by,
P =a;,b1] x Q oraz f: P — R jest catkowalna, to

5. Przyktad: Jesli
X, =A{(x1,-.-,2n) :0< zq,...;2n A1 + ...+ 2, < 1}, to

A(Sn) = =

6. Twierdzenie Zaté6zmy, ze A C R", & : R" — R" jest rézniczkowalna
oraz réznowarto$ciowa wewnatrz zbioru A oraz f: R” — R to

[ f@di= [ (70 0)@det(Ia (@)
B(A)

A

8. Pokazalismy, ze wielkoludy mocno sie pocg a krasnoludki marzna.

[10.05.2016] Catkowanie; wspoéirzedne biegunowe i cylindryczne

1. Powierzchnia elipsy: rozwazali$my odwzorowanie ®(z,y) = (az, by);
policzylismy wyznacznik Jakobianu det(Jg(z,y)) = ab; wzieliémy
K = {(z,y) : 2> + y? < 1}; sprawdzilismy, ze

®(K) ={(z,y) : z—z + z—j < 1}; policzylismy

// l-dxdy://l-ab-dudvzwab.
3(K) K

2. Wspdtrzedne biegunowe: ®(r,t) = (rcos(t),rsin(t)); mamy
® : [0,00) x [0,27] — R?; ponadto det(Jg(r,t)) =7

3. CALKA GAUSSA

5. Wspotrzedne sferyczne:
®(r,0,t) = (rsin(0) cos(t), rsin(f) sin(t), r cos())
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o &:[0,+00) x [0,7] x [0,27] — R?;
o det(Js(r,0,t)) = r?sin(6)

[17.05.2016] Catkowanie; catka skierowana

1. Pokazli$my, ze objetos¢ n-wymiarowej kuli o promieniu R wyraza sie
wzorem V,,(R) = a,R", gdzie ciag (a,) spetnia nastepujaca zaleznos¢

2

nt2"

Von(1)

22n

rekurencyjng a,2 =

2. Pokazalismy, ze lim,, = 0.

3. Wprowadzilismy pojecie pola wektorowego i przyjrzeliSmy sie kilku
przyktadom:

1. F(a, y) = (z,9)

3 \\“‘\'\Tffffff//t
YRRXANANY N H A A AAAAS ]
M N U U T T T N S R . . A 4
S N U T T B B I . .
S N N T T I R
L I R e =
OfF -—-— — - — - . A S
N A L T i
e A A T T T T e e
ol S R A A B R T T T T e Y
NPT EEREEEREREE RS
YEAA AV NN
SEXF XAV P 1 4 v OO
3 _1 -1 0 1 2 3

-1k

P e o

i
-
4 w e e = e
NN
\*\\ T, h—b--r_-f,’fﬂ'//
HENCRRES s

1 1
-3 -2 -1 o 1 2 3

2t

T T, TR T e - o N

R S
\\‘K“H“_"ﬁ-—h;—"’_—’!'/(

4. Zdefiniowalismy catke krzywoliniowa z pola wektorowego i
pokazalismy, ze

—
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b
/L Fodl = / F(4(t)) - ¢/ (t)dt

jesli ¢ jest parametryzacjq tuku skierowanego L.

[24.05.2016] Catka skierowana

1.

Oznaczenie: jedli F(Z) = (Fy(2),. .., F,(Z) to

R
/F~dl :/(Fldzcl—i—...—i—Fnda:n).
¢ ¢

. Pole potencjalne: takie pole wektorowe F, ze istnieje funkcja

U:R" — R taka, ze
F=VU.

Funkcje U nazywamy potencjatem.

. Tw. Jedli U : R" — R jest potencjatem pola wektorowego F oraz

¢ : [a,b] — R" jest krzywaq zorientowana, to

L =
!/Fﬂ:U@—U@.
6

. OméwiliSmy podstawowe zastosowania catki krzywoliniowej do zbadania

pola z potencjatem U(z, y, z) = =, gdzie r = /x? + y? + 2%

. Twierdzenie Green'a. Jesli P C R? jest obszerem jednospdjnym, to

/8P(Pdcc + Qdy) = //P (% — Z—i) dzdy .

[31.05.2016] Rotacja i Twierdzenie Gaussa

1.

Iloczyn wektorowy (pracujemy w R3): ¥ = 4 x 0 jedli ¥ jest
prostopadty do wektoréw 4 i w, jego dtugosé réwna |u| - |w| - sin(«),
gdzie a jest réwna katowi miedzy wektorami u i w za$ orientacja jest
wyzanczona za pomocg "reguty kciuka"s$.

. Oznaczamy i = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0,1). Wtedy

i j k
uxw=det | u, uy, u,

. Rotacjq pola wektorowego F' nazywamy wektor

i j k
rot(ﬁ):Vxﬁ:det % diy %
F, F, F,

4. Twierdzenie: Jesli pole F' jest potencjalne, to V x F' = 0.
http://cs.pwr.edu.pl/cichon/2015_16_b/Analiza02.php
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—

%
5. Pojecie catki powierzchniowej: [ F' - do

dF;
d:]}i

6. Dywergencja pola: div(ﬁ) =V.F= P

7. Twierdzenie Gaussa Jesli V jest brylg (bez "dziur") w przestrzeni R?
oraz OV oznacza jej brzeg skierowany na zewnatrz bryty, to

- = =
/ F.do = [ (V- F)dzdydz .
av 14

8. Pierwsze rownanie Maxwela: V - E = %

9. Wniosek. Jesli Ejest centralnym polem elektrycznym to

gdzie () oznacza tadunek wewnatrz kuli o promieniu r.

[07.06.2016] Catka powierzchniowa

1. Przyktady obliczen skierowanej catki powierzchniowej z pola
wektorowego.

2. Twierdzenie Stokes'a: Jesli X jest ptatem powierzchniowym, to

- = = —
/ F-dl :/(VXF)-dJ
ox %

3. Zastosowania twierdzenia Stockes'a.
4. Rownania Maxwell'a

5. Relatywistyczna interpretacja pochodzenia pola magnetycznego

[13.06.2016] Podsumowanie

Omowilismy najwazniejsze pojecia, metody i twierdzenia omdéwione na catym
wyktadzie.
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